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摘 要：针对水污染扩散浓度边界跟踪的问题，通过随机采样以及比较不同的拟合参数，对浓度场进行地统计

学空间插值运算，重构污染源扩散浓度场，再根据浓度场重构时参数拟合的结果，采用模型预测控制方式，对

水面移动机器人移动轨迹进行寻优，控制移动机器人移动并最终实现对污染扩散边界进行跟踪。仿真结果表明，

该方法能够准确预测浓度场分布，并使得移动机器人快速跟踪到既定浓度边界，验证了该方法的有效性。
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Abstract：Aiming at the problem of boundary tracking of water pollution diffusion concentration，the

geostatistical spatial interpolation is performed to reconstruct the pollution diffusion concentration field

through random sampling and comparison of different fitting parameters. According to the fitting pa‐

rameters of reconstructing the concentration field，the model predictive control method is used to opti‐

mize the movement trajectory of water surface mobile robot，and control the movement of mobile ro‐

bot to track the pollution diffusion boundary. The simulation results show that the method can accurate‐

ly predict the concentration field distribution，and make the mobile robot quickly converge to the estab‐

lished concentration boundary，which verifies the effectiveness of the method.
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水体污染是水资源保护的主要问题之一，在常规水环境保护上，各国在废水排放、水质监测以及质

量标准等方面均已建立其行之有效的水环境监控保护体系，可以有效保护水资源［1］。然而随着经济社会的

发展，工业排放、水上作业、农业生产等活动，均有可能造成一些不可预见的突发性水污染事故，进而
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对污染监控提出了更高的要求，需要快速、准确以及廉价的水体污染监控方法［2］。一般而言，对于水体污

染监测，可以采用卫星遥感［2-4］、传感器网络、数值模拟等方式进行监测。然而，对于突发性水污染事件，

一般具有局部性的特点，而针对突发性水污染扩散的数值模拟，是水污染事故应急处理中的重要手段［5］。

考虑到在不同水体环境下水污染浓度场的数值模拟条件，文献［6］模拟了急流条件下突发水污染的污染物

二维水流-输运模型；文献［7］结合深度平均流速的横向指数分布和横向扩散系数的二维变化关系式，提

出岸边排放污染混合区的形状特征与分类；文献［8］提出了倾斜岸水面污染源下角形域污染物二维扩散浓

度分布；这些模型为水污染控制与监测以及应急处理中的快速决策提供了很好的依据。但在实际的水污

染突发事件的应急处置中，更关注的是污染物扩散的边界、浓度分布及其运动过程［8］。不同于常规的水环

境监测，水利部门可以通过固定观测点构建监测网络，然而对于突发性水污染区域的监测，因为污染源

位置的不确定性，更方便的是使用移动设备对污染区域进行监测，建立污染区域的浓度场分布，进而确

定浓度边界。然而，考虑到地形等因素的影响，很难使用移动监测设备对突发性水污染扩散浓度场进行

完全的实时测量，因此依靠移动采样设备获取测量样本，采用空间插值重建浓度场是一种有效的手段。

地统计空间插值方可以估计任何地点的数据，其中克里金（Kriging）插值法是最常用的空间插值法［9-11］。如

果能够通过移动检测设备采样并使用克里金插值法，实现水污染扩散区域的浓度场重构，那么将为移动

机器人进行水污染浓度场边界的确立提供便利。浓度场边界追踪属于机器人轨迹跟踪问题，在这方面很

多学者使用模型预测控制方法开展研究［12-16］，例如文献［12］使用模型预测控制方法设计了一个水下机器人

轨迹跟踪系统；文献［13］考虑实际工作约束和限制，提出了一种基于模型预测控制轮式机器人轨迹规划

方法；文献［14］针对水下动态目标跟踪，提出了基于模型预测控制的水下机器人跟踪控制方法等。然而，

这些跟踪的方法，一般都是由状态方程直接收敛到目标轨线。在水污染浓度边界跟踪上，因为无法事先

获取目标点的位置，必须依靠移动机器人在移动过程中的采样，来预测目标点的位置，同时决定移动机

器人的移动方向，达到跟踪的目的。

因此，针对上述问题，提出了使用模型预测控制与空间插值算法相结合，进行水污染扩散浓度边界

跟踪的方法，通过空间插值重构的水污染扩散浓度场分布结合系统的状态模型，再加入符合设定环境的

控制量约束，寻找局部最优点作为移动机器人跟踪的浓度场边界最优轨迹，从而确立污染区域浓度场

边界。

1 浓度边界跟踪方案

如图 1所示框架，为结合空间插值与模型预测控制的浓度场边界跟踪方案。为了验证方案的可行性，

首先对水污染扩散区域的浓度场进行了数值模拟，并将数值模拟的结果作为假设真实发生水污染的浓度

场，然后通过对真实浓度场的随机采样，对比不同条件下的空间插值结果，选择合适的参数拟合结果进

行污染区域浓度场的重构。最后根据重构的浓度场以及拟合参数，结合水面移动机器人状态模型，对移

动机器人的移动位置浓度值进行预测，并以模型预测控制方法对移动机器人所在区域进行局部寻优，寻

找并确定下一步的移动目标，以此迭代实现对浓度场边界的跟踪并最终确立污染扩散区域的浓度边界。

图1 浓度边界跟踪方案

Fig. 1 Scheme of boundary tracking for water pollution concentration field
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2 污染区域浓度场分布与重构

2. 1 污染源扩散模型

污染物在水体环境下的浓度扩散，是一个非常复杂的过程，需要综合考虑水流速度以及扩散系数变

化因素。近年来，国内外很多学者对污染物扩散浓度场进行了数值模拟［6-8］，其中文献［7］提出考虑河流流

速和横向扩散系数变化的河流岸边排放污染混合区的估算方法，描述了河流岸边排放污染区的形状特征，

较好地表征了排污等值线形状，对水污染排放区域的数值描述有较强的代表性。本文主要研究的是对污

染源在水面扩散时的浓度场边界追踪问题，浓度场数值模型［7］为

C (x，y) = pṀym1
u1HΓ(φ ) ( (1 + α )u1y

n - m1
p2γx1 + α )

φ

exp ( )- (1 + α )u1y
n - m1 yp

p2γx1 + α
. （1）

式（1）中 x为自排污口沿河流流向的纵向坐标；y为垂直于 x轴从排污口指向河心的横向坐标，u1表示

离岸横坐标 y1的流速，Ṁ表示岸边污染源单位时间的排放质量，H表示河道平均水深，m和 n为正常数指

数，γ和α为正常数，p = 2 + m - n > 1，φ = (1 + m ) /p，Γ(φ )为完全伽马函数。

如图 2所示为简化的模拟岸边污染源扩散浓度场情况，图 2（a）为浓度场扩散三维视图，图 2（b）为浓

度场等高线，仿真参数如表 1所示，这里假设单位时间排放量 Ṁ = 1000 kg/s，平均水深H = 5 m，河流流

速为常数0. 1 m/s，横向分布指数m和n都为0，p = 2 + m - n，γ = 5.96，α = 0.01，φ = (1 + m ) /p，Γ (φ) = 1 .
从图 2（b）可以看出，在近排放点位置的地方，浓度值比较大，等浓度线也比较密集，随着位置逐渐

变化，浓度场变化符合文献［7］中所归纳的岸边排放污染源混合区标准型类别，其形状特征近似于半椭

圆形。

2. 2 浓度场重建

通过式（1）可以模拟出污染源扩散的浓度场情况，但在实际应用过程中，采用的是单一移动采样设备

对污染源的浓度场边界进行追踪，也很难对浓度场分布进行建模后得到精确的分布情况后再进行追踪，

因此，更直接的方式是通过采样设备对浓度场分布范围内进行随机浓度采样，然后通过地统计学方式，

对采样得到的浓度值进行空间插值，重构污染区域的浓度场。在地统计学中，最常用的方法是Kriging插
值法。Kriging方法从变量相关性和变异性出发，在有限区域内对区域化变量的取值进行无偏、最优估计

的一种方法。很多文献对Kriging插值法进行了详细阐述［9-11］，其基本算法思路如下所述。

假设 x是浓度场的任一点，Z ( x )是该点的测量值，如果在整个浓度场内总共有 n个观测点 x1，x2，⋯，

xn，那么对于任意待估计点的实测浓度值Zv (x)，其估计的浓度值Z*
v (x)，可以通过该待估点影响范围内的

图2 浓度场模拟

Fig. 2 Concentration field simulation
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n个有效样本值Zv (xi) ( i = 1，2，⋯，n )的线性组合来表示，即

Z*
v (x) =∑

i = 1

n

λi Z ( xi ). （2）
其中，权重系数λi是各已知样本Z ( xi )在估计Z*

v (x)时影响大小的系数，而估计Z*
v (x)的好坏主要取决于怎

样计算或选择权重系数。在求取权重系数时必须满足两个条件：
（i） 估计是无偏的，即偏差的数学期望为零

E [Z*
v (x) - Zv (x) ] = 0. （3）

（ii） 估计是最优的，即使估计值Z*
v (x)和实际值Zv (x)之差的平方和最小

σ2 = E [Z*
v (x) - Zv (x) ]2. （4）

为了使得估计方差最小，可以通过拉格朗日乘数原理进行计算，令

F = σ2 - 2μ (∑
i = 1

n

λi - 1). （5）
对式（5）求对拉格朗日乘子μ以及λi偏导，令其偏导数为0，可以得到方程组

ì

í

î

ïï
ïï

∑
i = 1

n

λi c ( )xi，xj - μ = c ( xi，x )，

∑
i = 1

n

λi = 1.
（6）

式中 c (xi，xj)表示协方差，求解方程组（6）即可得到λi，代入式（2）就可得到待估计点 x的估计值。当变异函

数存在时，协方差函数与变异函数存在如下关系
c (h) = c (0) - γ (h ). （7）

因此，式（6）也可以写成

ì

í

î

ïï
ïï

∑
i = 1

n

λi γ ( )xi，xj + μ = γ( xi，x )，

∑
i = 1

n

λi = 1.
（8）

为了拟合观测数据值与空间距离之间的关系，一般变异函数有多种模型，常见的有高斯模型、指数
模型、球状模型等。例如，高斯模型可以表示为

表1 水污染浓度场数值模拟参数

Table1 Parameters for concentration field simulation
参数

Ṁ

H

u1
y1
xmax
ymax

m

n

p

γ

α

φ

意义

岸边稳定点源单位时间排放质量

平均水深

离岸横坐标为 y1的流速

离岸横坐标

最大长度

最大宽度

横向分布指数

横向分布指数

分类条件

变横向扩散系数中的正常数系数

变横向扩散系数中的正常数指数

正常数指数

值

1 000
5
0. 1
0~80
150
80
0
0
2
5. 96
0. 01
0. 5

单位

kg/s
m
m/s
m
m
m
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γ(h，R ) = {C0 + C [ ]1 - exp ( )-(h R ) 2 ， 0 ≤ h ≤ R，
0. （9）

综上所述，在进行污染源扩散的浓度场重建的时候，就是通过采样得到的观测值，进行变异函数拟

合，再求解式（8）得到权重系数λi，即可对不同位置点进行估计，从而最终重建出整个浓度场。

为了验证使用Kriging插值重构岸边污染源扩散浓度场的效果，图 3以不同的随机样本数拟合球形变

差函数模型，对图 2模拟的浓度场进行了插值测仿真，以不同的采样样本数，拟合球形变差函数的结果如

表2所示，仿真结果如图3所示。

表2 拟合球形变差函数结果

Table 2 Fitness statistics of spherical variation function models
随机样本数

100
200
500

块金常数

0
0
0

基台值

1 677. 2
1 406. 1
973. 8

变程

74. 087 2
55. 7
48. 9

图3 不同样本数拟合球形变差函数的浓度场重构

Fig. 3 Reconstruction of concentration field by fitting spherical variation function with different sample numbers
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如图 3所示，图 3（a）使用 100个样本、图 3（b）使用 200个样本、图 3（c）使用 500个样本，分别对图 2
所示模拟的浓度场进行Kriging插值所得的浓度场预测等高线、变差函数拟合效果以及预测结果与实际分

布之间的误差，从表 2以及图 3可知，样本数越多，变差函数的拟合效果越好，对浓度场的重建效果越

好，此外，预测误差分布主要集中在离污染源排放位置较近的区域，越远离排放源，误差越接近于 0。因

为本文主要是对污染源扩散边界进行跟踪，跟踪的轨线离排放源较远，因此经过插值重构的污染源浓度

场边界，可以反映真实的浓度扩散，是可以用来作为追踪轨线的。

图 4为采用 500个采样点时，变差函数分别拟合高斯模型和指数模型时重建浓度场分布的效果。从图

4（a）拟合高斯模型的效果来看，重构的浓度场边界不能完成呈现半椭圆形状，且重建的浓度场与原浓度

场之间的误差有较大的波动，尤其是离排放源较远的地方，误差变动仍然较大，不利于后续开展边界追

踪操作。图 4（b）为拟合指数模型效果，从重构的浓度场分布情况看，等浓度线重构效果优于图 3（b）采用

200采样点的球状模型，但在 x方向较小时，y方向曲线效果不如图 3（c），误差波动比较大，且变差函数

拟合的效果不理想。因此，综上分析，在进行边界追踪重建浓度场分布的时候，将采用 500个采样点拟合

球状变差函数模型进行空间插值。

3 浓度边界追踪

3. 1 轨迹跟踪

对污染物扩散浓度边界进行追踪，事实上是控制移动机器人的位置和方向，使得移动机器人自起始

位置开始，其移动轨迹快速靠近浓度边界等浓度线，并沿着等浓度线进行移动。假设移动机器人是一个

在水面移动的采样设备，那么它的3自由度动态模型如下式所示［13-14］

é

ë

ê
êê
ê
ù

û

ú
úú
ú
ẋ
ẏ

θ̇
= é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

vcosθ
vsinθ
ω

. （10）

式（10）中，状态向量 [ x，y，θ ]T分别表示位置和移动的方向角，v表示移动的速度，可以设为常数。移

图4 变差函数拟合高斯模型和指数模型的浓度场重构

Fig. 4 Reconstruction of concentration field by fitting Gaussian and exponential variation function
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动机器人在进行浓度边界追踪时，移动机器人首先要根据随机采样得到样本进行当前位置的Kriging插值

浓度预测，根据预测值与重构的边界浓度值进行比较，寻找局部最优点，从而控制移动机器人的移动位

置和方向，如此循环操作达到边界最终的目的，这个过程与模型预测控制进行移动机器人轨迹跟踪相匹

配。因此，将以模型预测控制的方式对浓度边界进行追踪。

在模型预测控制中，对于连续的系统状态方程，通过选取合适的采样频率，将系统离散化为

x (k + 1) = Ax (k) + Bu (k )， x ∈ X̂， u ∈ Û， （11）
其中 x表示状态向量，u表示控制输入向量，X̂和 Û和表示状态和控制输入约束集，约束状态和输入的最

大值与最小值，那么模型预测控制问题可以描述为如式（12）所示的带约束条件下的最优化问题。

min
u
J (x0，U) = (xN - rN) TP (xN - rN) +∑

k = 0

N - 1
(xk - rk) TQ ( )xk - rk + uk TRuk ， x ∈ X̂， u ∈ Û，

Subject to：x (k + 1) = Ax (k ) + Bu (k )， k = 0，…，N - 1，
（12）

式中Q和P是一个半正定矩阵，R为正定矩阵，rk表示参考轨迹。为了求最优化问题，可以通过参数向量

U = [ u0，u1，…，uN - 1］将最优化问题转化为多参数规划问题，即通过当前的状态向量值 x0，获得预测的状

态向量 x1，x2，…，xN - 1以及控制输入向量u0，u1，…，uN - 1的表达式，如式（13）所示
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将式（13）写为

X = Hxx0 + HuU. （14）
代价函数（12）也可以写为

J (x0，U) = (X - r) T-Q (X - r) + U T-RU. （15）
式中，-Q = blockdiag ( [ P，P，…，Q ])，-R = blockdiag ( [ R，…，R ])，r为参考轨迹。将式（14）代入式（15）得

J (x0，U) = U THU + FU + M (Hu，Hx，x0，r )， （16）
其中H = H T

u
-Q Hu + -R， F = 2 (xT0H T

x - r)-Q Hu，M (Hu，Hx，x0，r)是一个常数，因此，最优化问题（15）是式

（16）表示的关于U的二次函数，最优化问题可以转化为二次规划问题。

根据式（10）、式（15）和式（16），使用移动机器人结合空间插值的浓度边界追踪的目标函数如式（17）
所示。

J (k) =∑
i = 1

Np

 K ( )x (k + i )，y (k + i ) - cr 2
Q
+∑

i = 1

Nu

 ∆ω (k + i ) 2
R
. （17）

式（17）中，Np和Nu分别表示预测步长与控制步长。K (x (k + i )，y (k + i ) )表示根据移动机器人预测所

在位置，结合拟合参数进行Kriging插值所得到的预测位置的污染浓度值，cr表示追踪的参考浓度值，∆ω
为控制量的变化，Q = diag [ q1，q2，…，qNp ]和 R表示惩罚权重。通过最小化目标函数 J，就可以得到控

制量ω。
3. 2 边界追踪仿真

根据式（10）和式（17），结合第二节所述浓度场重构，水面移动机器人跟踪浓度边界进行跟踪仿真。

由式（17），假设参考轨迹为污染源浓度场分布中浓度值为 50的等浓度线，轨迹预测值为当前位置下，通

过 500个采样点拟合球形变差函数后的Kriging插值预测值，预测步长和控制步长均设置为 3，系统的控制

量 u = ω，移动速度设置为常数，仅对角速度变化进行约束，约束条件为 |ω | < π/2，也就是角度 θ = ωt不
能在单位时间内进行大方向的转动。

如图 5所示，图 5（a）所模拟的真实的浓度场分布数值设置参数与图 2（b）一致，图中黑色的点为在浓

度场范围内随机采样点的位置。图 5（b）是变差函数拟合球状模型的结果，从图上可知，基本能够完全拟

合。图 5（c）是通过采样模拟的真实浓度场，进行空间插值而重构的浓度场，这个重构的浓度场就是将要
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进行轨迹跟踪的边界。图 5（d）即为浓度边界的轨迹跟踪结果，红色点表示移动机器人从起始位置向指定

浓度值所在区域靠拢时的每一次计算所得到的移动轨迹，红色的星形图标表示移动机器人的位置移动到

了预定浓度边界，并将从该位置开始进行等浓度线边界追踪，当到达岸边时跟踪停止。图中假设移动机

器人起始位置为任意设置，并将跟踪浓度值为 50的等浓度线，移动机器人的速度 v = 1m/s设置为常数。

对于移动机器人的每一次迭代位置，均需要通过Kriging插值计算预测步长决定的移动机器人所在位置的

浓度值，并根据预测的浓度值与等浓度线的差，以及控制量增量，对最小化式（17）的目标函数求最优值，

从而得到所需的最优控制量ω，以此控制量修正移动机器人的位置，当移动到下一个位置时，再重复上述

预测求最优的步骤，从而最终实现水面移动机器人跟踪污染物扩散浓度边界。从图 5（d）可以看到，浓度

边界跟踪的效果非常好，能沿着等浓度线进行移动，这也验证了通过空间插值预测的模型预测控制浓度

边界轨迹跟踪方法可行。

4 结 论

本文通过数值模拟河流岸边排放污染区浓度扩散情况，并比较不同的Kriging空间插值变差函数拟合

方法，重构污染区域的浓度场分布，通过模型预测控制方式，实现使用水面移动机器人设备跟踪浓度扩

散边界轨迹的目的。仿真实验结果表明，该方法能够稳定、快速、准确地进行浓度边界跟踪，可以为实

际应用过程中的区域跟踪提供有价值的借鉴。

图5 浓度边界追踪

Fig. 5 Boundary tracking for water pollution concentration field
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